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Uber das Dissoziationsgleichgewicht realer Gase
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The quantum mechanical cluster expansion, when applied to the partition function of a gas
consisting of atoms whose bound states are the rotational and vibrational states of diatomic mole-
cules, provides an exact expression for the degree of dissociation. The approximation containing
only the second cluster integral is shown to be identical with the law of mass action involving the
binary collision approximation for the activity coefficient of the dissociated constituent. This
coefficient can be calculated from the phase shifts and thus from the cross sections of the elastic

atom-atom-scattering.

Der schon lange bekannten quantenmechanischen
Verallgemeinerung ! der Theorie der realen Gase 2
schien bisher keine grole praktische Bedeutung zu-
zukommen. Der Anwendungsbereich der -cluster-
Entwicklung liegt ndmlich in dem Zustandsgebiet,
in welchem Quanteneffekte keine Rolle spielen soll-
ten. Es gibt aber einen Quanteneffekt, der gerade
bei hohen Temperaturen interessant wird, namlich
die Molekiilbildung bzw. -dissoziation.

Natiirlich 146t sich die Molekiilbildung, wenn man,
wie wir es tun, die Atome vereinfachend als Mas-
senpunkte mit einer Wechselwirkung V' (r) betrach-
tet, qualitativ auch klassisch verstehen. Quantitativ
wire dies jedoch nicht richtig, weil die klassische
Mechanik nicht unterscheiden kann, ob zwei Atome
ein Molekiil bilden, oder sich nur zufillig einmal
nahe kommen. Im ersten Fall liegt ein diskreter
Zustand vor, der nur durch die Quantenmechanik
richtig beschrieben wird. Bei der iiblichen klassi-
schen Begrindung des Massenwirkungsgesetzes um-
geht man dies, indem man die Molekiile von vorn-
herein als besondere Teilchen mit diskreten inneren
Energiestufen einfiihrt. Da man die Wechselwirkung
auf diese Weise schon beriicksichtigt hat, mufl man
die Komponenten des Reaktionsgemisches dann als
ideale Gase behandeln, kann also nicht ohne weite-
res zu einer Berechnung von Aktivitdtskoeffizienten
gelangen. Zur Behandlung von Reaktionsgleichge-
wichten in realen Gasen bendtigt man also die
Quantentheorie.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die
erste nichttriviale Ndherung einer quantenmechani-
schen cluster-Entwicklung und gelangen so zu einer
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Theorie des Dissoziationsgleichgewichtes unter Ein-
schlu} der ersten Ndherung fiir den Aktivitatskoeffi-
zienten der Atome. Eine Weiterfilhrung der Rech-
nung wire prinzipiell moglich, wiirde aber sehr
schwierig werden, weil man dabei auf quanten-
mechanische Mehrkérperprobleme mit Mehrkorper-
kraften stoft.

1. Das Modell eines dissoziierten realen Gases

Wir legen ein System von /N gleichen Teilchen der
Masse m in einem Volumen (2 mit dem Hamrrtox-
Operator

N

Hy= 2

=1

2
- 2%; VE+V (ry,...,tx) =H+Vy
(1)

zugrunde. Diese Teilchen entsprechen den Atomen
im Grundzustand beziiglich ihrer Hiillenelektronen,
wihrend die Molekiile gebundenen Zweiteilchenzu-
standen entsprechen. Da wir die Atome als Massen-
punkte betrachten, miissen wir die Effekte der Hiil-
lenelektronen durch geeignete Wahl des N-Teilchen-
Potentials V' beriicksichtigen. Dieses setzt sich nicht
additiv aus allen Zweiteilchen-Potentialen zusammen,
sondern muf} so beschaffen sein, dall sich mehr als
zwei Teilchen nie sehr nahe kommen konnen, daf}
also keine gebundenen Mehrteilchenzustiande, d. h.
Molekiile aus mehr als zwei Atomen, existieren.
Dieses Modell ist identisch mit der adiabatischen
Naherung fiir die Elektronen im Grundzustand. Die
Existenz angeregter Atome wird also nicht beachtet.
Die sich hieraus ergebende Einschriankung auf nicht
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zu hohe Temperaturen ist fiir das Problem des Dis-
soziationsgleichgewichtes unerheblich, weil angeregte
Atome bei den hier interessierenden Temperaturen
nur wenig zur Zustandssumme des Gesamtsystems
beitragen wiirden, d.h. weil die Ionisation der
Atome erst dann eintritt, wenn schon fast alle Mo-
lekiile dissoziiert sind.

Da wir den Grenziibergang N — oo vornehmen
werden, ist V'y natiirlich nicht genau bekannt. Aus
der cluster-Entwicklung wird sich aber ergeben, dafl
dies gar nicht notig ist, sondern daf} es geniigt, die
I-Teilchen-Potentiale ¥, fiir kleine [ zu kennen. Diese
sind einerseits auf Grund der kurzen Reichweite der
interatomaren Krifte durch 7y vollkommen be-
stimmt, lassen sich aber andererseits direkt berech-
nen 3. Fiir unsere Naherung benodtigen wir nur das
Zweiteilchen-Potential V,, oder genauer gesagt, so-
gar nur dessen diskrete Eigenwerte sowie die Streu-
phasen.

2. Die quantenmechanische cluster-Entwidklung

Die grofikanonische Zustandssumme
g.(z, Q’ ﬁ) = Z ZN SpurN(S) e—ﬂHN (2)
N=1

liefert alle sich auf den thermisch-chemischen Gleich-
gewichtszustand beziehenden makroskopischen Gro-
Ben des Systems. z ist die Fugazitdt, § die inverse
Temperatur. Der untere Index N am Spur-Symbol
deutet die Spur-Bildung im N-Teilchen-Konfigura-
tionsraum an, der obere Index (S) die quantensta-
tistische Spur-Bildung. Die Auswertung von (2)
mittels der cluster-Entwicklung * liefert

Z ~exp (i(ilglblzl)fﬁr Q> . (3)

/ ist die thermische Wellenldnge, und die nur von
der Temperatur abhiéingenden ,,cluster-Integrale” b,

sind definiert durch
bl = 1,

—=lim # ) g—FHs _
bs oham g {Spur,® e

1=

Spur; 77},
by=lim ' {Spury(® ¢~ (4)

— Spurz(s) e PH: .Spur1 e FH: %Spur3 e_ﬂHa"}
etc.

3 Beispiele bei H. Heiimaxs, Einfithrung in die Quanten-
chemie, Verlag Deuticke, Leipzig 1937, S. 308.

1 Sijehe z. B. K. Huane, Statistical Mechanics, John Wiley &
Sons, New York 1963, S. 303 fi.
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In letzteren stecken alle Eigenschaften des spe-
ziellen Systems.

Aus (3) erhélt man unmittelbar die Zustandsglei-
kung in Form der Parameterdarstellung

Bpp=lim b log Z= 3 b2, (52)
N—>o0 =1

3 ,. 13 ot
].3‘9=z-a;glgr:°?jlog Q’zlgllblzl, (5b)
oder, nach Elimination von z, in Form der Virial-
entwicklung

Bplo=1—by230 + (4b,2—2bg) (F30)2+... .
(6)
o ist die Teilchendichte, p der Druck. Die Brauch-

barkeit der Virialentwicklung wichst mit steigender
Temperatur und sinkender Dichte. In dem uns inter-
essierenden Zustandsgebiet ist der Entwicklungs-
parameter 430 von der Grofenordnung 1073, Da
die hoheren cluster-Integrale nur in hoheren Glie-
dern vorkommen, rechtfertigt dies die Vernachlissi-
gung von Mehrteilchen-Wechselwirkungen, die zu
machen man bei praktischen Rechnungen gezwungen
ist, weil eine Berechnung der b; fiir [>2 zu schwie-
rig wire 5.

3. Der Dissoziationsgrad

Das I-te cluster-Integral b, beschreibt Situationen,
in denen [ Teilchen miteinander, aber mit keinem
anderen wechselwirken. Nach Maver 2 148t sich dies
in folgender Weise quantitativ fassen: Jeder Sum-
mand (/3 ‘Q)"llblzl in (5b) ist gleich dem mitt-
leren Bruchteil der Materie, der sich in [-Teilchen-
Wechselwirkung befindet. Dies bezieht sich jedoch
auf die klassische cluster-Entwicklung, die nur auf
chemisch abgesittigte Teilchen angewendet werden
kann, in der man also unter ,,/-Teilchen-Wechselwir-
kung® nur elastische [-Teilchen-Stofe zu verstehen
hat. In unserem Fall von bindungsfdhigen Atomen
ist die physikalische Bedeutung der cluster-Integrale
differenzierter: b, z. B. beschreibt sowohl elastische
Zweierstofle von Atomen, als auch freie zweiatomige
Molekiile. by beschreibt Dreierstofle von Atomen,
sowie Stolle zwischen einem Atom und einem Mo-
lekiil, b, Viererstole von Atomen, Stofle zwischen
5 Im einfachsten Fall von additiven Zweiteilchen-Potentialen

gibt es Methoden hierfiir: T. D. Lee u. C. N. Yanc, Phys.

Rev. 113, 1165 [1959]. — A. Pars u. G. E. UnLenBeck,
Phys. Rev. 116, 250 [1959].



254

zwei Atomen und einem Molekiil, sowie Stofle zwi-
schen zwei Molekiilen. Dementsprechend verallge-
meinern wir die Interpretation der einzelnen Terme

in (5b) : Schreiben wir namlich
= Z bln ’ (7)

wo by, der Anteil von b; ist, der von Zustianden
herriihrt, in denen n Molekiille mit [ —2 n Atomen
wechselwirken, so ist die GroBe (43.0) 711 by, 2! gleich
dem entsprechenden Bruchteil der Materie.

Fir den Dissoziationsgrad o folgt hieraus nach
einer einfachen kombinatorischen Uberlegung

2
a=1—-l-3--§lZzl§nbzn- (8)

Im Rahmen der adiabatischen Naherung ist dieser
Ausdruck exakt. Zusammen mit (5) gestattet er, die
Kenntnis aller b;, vorausgesetzt, die Berechnung
von a als Funktion von p oder ¢. Man erhilt so

z. B.

a=1—2by 139 + (8 by by —2 bgy) (A0) +

9)
Fiir praktische Rechnungen hat dies allerdings wenig
Sinn, weil die b;, eben nicht bekannt sind. Man kann
aber sehen, mit welcher Ordnung sie in den Dis-
soziationsgrad eingehen, d. h. von welcher Ordnung
die Fehler von Naherungen sind.

4. Die erste nichttriviale Ndherung

Wir woilen nur das zweite cluster-Integral beriick-
sichtigen. Zunéchst zeigen wir, wie dessen Anteile
berechnet werden konnen. Nach Transformation auf
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten ergibt sich*

by = 2" lim Spur,® {e~#H: — =AY £ 2%, (10)
Q—>o0

ﬁg bzw. 1720 ist der Hamirron-Operator zweier Teil-
chen bzw. zweier freier Teilchen in deren Schwer-
punktssystem. Da nur H, diskrete Eigenwerte besitzt,
kann man schreiben

by=2" 3 e FE1 4 2" Of dEe FES(E) £ 27", (11)
i

Die E; sind die diskreten (negativen) Eigenwerte

von H2 , und O(E) ist die Differenz der Dichten der

positiven Eigenwerte von H2 und H2 im Limes

Q— co. (11) ist die Aufspaltung von b, in by,

und by, . by ist proportional der inneren Zustands-
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summe eines Molekiils

b21 =2" Zint ) (12)
und by, kann iiber die Beziehung ¢
3/2
b= = . 2 (21+1) f dk = RRIm S (k) 2%
(13)

aus den Streuphasen 7, berechnet werden. Somit
besteht eine Moglichkeit, by; bzw. by, semiempirisch
aus spektroskopischen Daten bzw. aus den Wirkungs-
querschnitten der elastischen Atom-Atom-Streuung
zu berechnen.

Wir bekommen also eine praktisch brauchbare
Naherung, wenn wir setzen

bn=0 fir 1>2, (14)

was nach (6) und (9) einem Fehler der Ordnung
(43.0)? entspricht. Die Zustandsgleichung wird dann

BBp=z+byz%, MBo=z+2b,2% (15)
und fiir den Dissoziationsgrad ergibt sich
a=1-2 b2122/(130) (16)

Durch Elimination von z und ¢ findet man weiter
TH(bag + by [1+4 b, 2% fp] 7). (17)

Dieser Ausdruck enthélt neben der fiir das Massen-
wirkungsgesetz idealer Gase charakteristischen in-
neren Zustandssumme den Term by, , der nach dem
friiher Gesagten eine Zweierstof}-Korrektur ist. Wie
man aus (9) sieht, ist diese Korrektur nur von der
Ordnung (730)2 in Ubereinstimmung mit der em-
pirisch bekannten Tatsache, dall das Massenwir-
kungsgesetz idealer Gase eine sehr gute Ndherung
fiir reale Gase ist.

a=b2

Nach (9) miifite man neben b,, konsequenter-
weise auch bgy, d.h. Stofle zwischen einem Atom
und einem Molekiil, beriicksichtigen. Da die Anzie-
hungskréfte zwischen Molekiilen und Atomen aber
viel schwicher sind als die zwischen Atomen, ware
diese zusatzliche Korrektur unerheblich. Unser Er-
gebnis erfaflt also den wichtigsten Effekt.

5. Vergleich mit dem iiblichen Modell

Um etwaige Zweifel an der Korrektheit unserer
statistischen Interpretation der einzelnen Anteile der
b; und damit an der Richtigkeit des exakten Aus-

% E. Betn u. G. E. UnLesseck, Physica 4, 915 [1937].
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drucks (8) fiir den Dissoziationsgrad zu beseitigen,
zeigen wir nun zum Schlu}, dal man wenigstens die
Naherung (17) auf einem Weg gewinnen kann, der
von dieser Interpretation keinen Gebrauch macht.
Dieser Weg ist zwar weniger elegant, bringt aber
mehr physikalische Vorstellung in den Formalismus,
da er von dem iiblichen Modell zweier Teilchensor-
ten ausgeht.

Wir legen ein Gemisch zweier Komponenten zu-
grunde, die wir mit A und M indizieren. Die der
Naherung (14) dquivalenten Annahmen sind dann:

1. Zwischen den Komponenten gibt es keine Wech-
selwirkung, d. h. sie lassen sich unabhéngig vonein-
ander beschreiben.

2. Die Molekiil-Komponente ist ein klassisches
ideales Gas mit inneren Freiheitsgraden, die durch
Z;,+ beschrieben werden, d. h. ihre Zustandssumme
ist

= 1 (2 N 2M 2 Zint
Zu= Za yr (h—a? Zin) = exp ("’gd"f"*' .

Hieraus folgt
(18)

3. Die Atom-Komponente ist ein quantenmecha-
nisches reales Gas, welches mit der im letzten Ab-
schnitt verwendeten Naherung zu behandeln ist, wo-
bei aber zusatzlich by; =0 zu setzen ist, da wir die
Molekiile schon auf andere Weise eingefiihrt haben.

I Bpy=2xZins, M on=zyZiy .
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Es gilt also

lAsﬂpA=ZA+ bgo zp2, j_AS or=2z5+2 b20 ZA2. (19)
Die Gleichgewichtsbedingung lautet

(20)
Fiir den Fall by, =0 reduziert sie sich auf das Mas-
senwirkungsgesetz idealer Gase.

Beriicksichtigt man noch den Zusammenhang mit
unserem bisherigen Modell

Ia=V2ly=4, oa+20u=0,
pa+pu=p, Zint=2""by, (21)
so lassen sich die Groen z4, zy, 0A s Ox» PA > PM
und ¢ eliminieren. Als Ergebnis der etwas miih-
samen Rechnung? findet man genau den Ausdruck
(17).

Die Naherung (17) ist die einzige, die sich mit
dem soeben verwendeten klassischen Modell repro-
duzieren laBt. Schon eine Beriicksichtigung von bg
wiirde Wechselwirkungen zwischen Atomen und Mo-
lekiilen einschlieBen und somit eine getrennte Be-
schreibung der beiden Komponenten des Reaktions-
gemisches unmoglich machen. Zur Berechnung hohe-
rer Wechselwirkungskorrekturen miifite man also
doch von unserem quantenmechanischen Modell aus-
gehen.

ZA2=ZM.

7 Einzelheiten siehe G. Seies, Diplomarbeit, Institut fiir
Theoretische Physik der Universitit Miinchen, September
1964.



